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1. Soient L±, Lz trois opérateurs suivants:

L+ = z2∂z + ∂z̄,

L− = −∂z − z̄2∂z̄,

Lz = z∂z − z̄∂z̄,

où ∂z et ∂z̄ notent les dérivées par rapport à z et z̄. Montrer que ces opérateurs vérifient les relations de
commutation de l’algèbre du moment angulaire.

2. Démontrer la relation suivante pour les fonctions de Bessel:

Jν(r) =
r

2ν
(Jν−1(r) + Jν+1(r)) .

3. Donner la forme explicite des harmoniques sphériques Y −1
3 (θ, ϕ) et Y −1

2 (θ, ϕ). Calculer l’intégrale∫ π

0

∫ 2π

0

Y −1
2 (θ, ϕ)Y −1

3 (θ, ϕ) sin θ dθ dϕ.

4. Dans cet exercice on s’intéresse à l’équation de Kummer:

xy′′(x) + (b− x)y′(x)− ay(x) = 0. (1)

Ici x note la variable indépendante et a, b ∈ C sont des paramètres constants. On cherche une solution de
cette équation sous la forme

y(x) =
∞∑
k=0

αkx
k. (2)

• Trouver une relation de récurrence pour αk.

• Montrer que la solution de cette relation est donnée par

αk =
1
k!

Γ(b)Γ(a+ k)
Γ(a)Γ(b+ k)

α0.

La solution (2) de (1) avec α0 = 1 s’appelle la fonction de Kummer et est noté M(a, b, x).

• Montrer que pour Re b > Re a > 0 la fonction M(a, b, x) admet la représentation intégrale suivante:

M(a, b, x) =
Γ(b)

Γ(a)Γ(b− a)

∫ 1

0

extta−1(1− t)b−a−1 dt.

Rappels: ∫ 1

0

tp−1(1− t)q−1dt =
Γ(p)Γ(q)
Γ(p+ q)

, Γ(z + 1) = zΓ(z).


